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INTRODUCCION

., Quién no ha sido maravillado por los disenios de loseta para pisos de
bafios o cocinas? jAcaso alguien se ha perdido de las “Felicitaciones de ano
nuevo”, una de las grandes obras de M. C. Escher? ; Alguna persona puede
ser indiferente ante la belleza de las multiples variedades de cenefas? ;Serd
muy ambicioso querer contemplar la arquitectura de la catedral de Sevilla?
Todas estas preguntas por diferentes que parezcan tienen algo en comun, la
geometria. Y muchos se preguntaran ;jcomo es eso posible? la respuesta es la
siguiente: todas involucran un patron que gracias a desplazamientos, giros,
entre otros, va dando lugar a un todo verdaderamente impresionante.

Es por ello que en el presente proyecto se busca estudiar de manera ma-
tematica a estos desplazamientos, giros, entre otros. Asimismo, la forma en
la que juntos van formando el todo, es decir, estudiamos las llamadas transfor-
maciones rigidas como lo son: las traslaciones (desplazamientos), rotaciones
(giros), reflexiones y con ello, la composicién. Observamos el comportamiento
que tiene individualmente y el que tiene al ser compuesta con cualquier otra
de ellas. Por un lado, daramos paso a la construccién de los frisos (el todo),
en donde estudiamos cudles y cuantos son los diferentes tipos de frisos. Por
otro lado, sirve para estudiar a los mosaicos planos (el todo) por medio de
las llamadas signaturas de patrones repetitivos. A medida que avanzamos
con el desarrollo de los mosaicos planos estudiamos cudles y cuantos son los
diferentes tipos.

Todo esto se redacto en dos capitulos, el primero llamado “Preliminares” donde
se abarcan conceptos basicos, asi como un poco de teoria desarrollada a base
de estos y el segundo llamado “Frisos y Mosaicos”, que como su nombre lo
indica va més enfocado a la construccion de estos.

Es importante recalcar la importancia de conocer acerca de este tema y esta
es que desde tiempos pasados los frisos y los mosaicos se encuentran inmersos
en nuestra vida cotidiana, desde el bordado en un bolso hasta el disenio en la
arquitectura de construcciones inmensas. Sin embargo, no somos concientes
en su totalidad de ello. Haciendo que nosotros contrarrestemos el merito
necesario de las personas que emplean todos estos conocimientos.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Es magico como de algo base surgen cosas inmensas, es decir, de algo como
una definicion vamos desarrollando observaciones, teoremas, corolarios, entre
otros. Sin imaginar que no sélo queda ahi, sino que hay un espacio para poder
aplicarlo y el tema de “frisos y mosaicos” no es la excepcion. Por lo que en
ésta primera parte vamos a iniciar de ésta manera... con la base de este
trabajo.

1.1. Simetrias

El estudio de las simetrias es parte fundamental en éste capitulo, debido a
que de la definicion de simetria se desarrolla el tema a tratar, por lo que
todo gira en torno a la definicién. Asi que en ésta seccién mencionaremos
definiciones relacionadas y las utilizamos para desglosar un poco de teorfa.
Cabe senalar que las definiciones involucradas en ésta primera seccion han
sido consultadas en [2, 1.1. Simetrias, pag. 6].

Definicién 1.1.1. La distancia de un punto P a otro punto () es la
longitud del segmento de recta entre P y Q). Véase figura 1.1.

P

\Q

Figura 1.1: Distancia entre los puntos P y Q.



Definicién 1.1.2. La distancia de un punto P a una recta L es la
longitud del segmento perpendicular de P a L. Véase figura 1.2.

c | ],

Figura 1.2: Distancia de un punto P a una recta L.

Definicién 1.1.3. La distancia de un punto P a un plano T es la
longitud del segmento perpendicular de P a T . Véase figura 1.3.

Figura 1.3: Distancia de un punto P a un plano 7.

Definicién 1.1.4. Un objeto F es simétrico respecto a un punto O
si para cada punto P € F, el punto P’ también pertenece a F, donde O
es el punto medio del segmento PP'. Véase figura 1.4. Se dice que F tiene
stmetria central y que el punto O es un centro de simetria de F.



Figura 1.4: Un objeto F simétrico respecto a un punto O.

Ejemplo 1.1.5. Una recta tiene simetria central respecto a cualquier punto
en ella, pero no respecto a un punto fuera de ella.

Ejemplo 1.1.6. Una circunferencia es simétrica respecto a su centro. Véase
figura 1.4.

Definicién 1.1.7. Un objeto F es simétrico respecto a una recta L si
para cada punto P € F, el punto P’ también pertenece a F, donde L corta
perpendicularmente al segmento PP’ en su punto medio. Véase figura 1.5.
En este caso, diremos que F tiene simetria axial y que la recta L es un
eje de simetria de F.

Figura 1.5: Un objeto F simétrico respecto a una recta L.

Ejemplo 1.1.8. Un plano M € R? tiene simetria azial respecto a cualquier
recta en el plano o perpendicular a €l; pero no respecto a las demds, por
ejemplo, una recta H ¢ M paralela a una recta Z contenida en el plano.
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Ejemplo 1.1.9. Una circunferencia es simétrica respecto a cualquier recta
que contenga uno de sus didmetros.

Definicién 1.1.10. Un objeto F es simétrico respecto a un plano T si
para cada punto P en F, el punto P’ también pertenece a F, donde T es el
plano perpendicular al segmento PP’ por el punto medio. Véase figura 1.6.
Se dice que T es un plano de simetria de F.

Figura 1.6: Un objeto F simétrico respecto a un plano 7.

Ejemplo 1.1.11. Una esfera es simétrica respecto a cualquier plano que
contenga a su centro.

Ejemplo 1.1.12. El cuerpo humano tiene un plano de simetria, pero no un
centro ni un eje de simetria.

Las simetrias de las figuras u objetos permiten reducir el estudio a sélo una
parte de la figura u objeto. Por lo que es conveniente conocer las simetrias
que posee una figura u objeto.

A continuacion, describimos los puntos simétricos de un punto dado en el
espacio cartesiano respecto al origen O, los ejes y planos coordenados:

Proposicién 1.1.13. Sea P(x,y,2) € R3. Entonces

1. Po(—z,—y, —z) es simétrico de P respecto al origen O;
2. Px(x,—y, —z) es simétrico de P respecto al eje X;

3. Py(—x,y,—z) es simétrico de P respecto al eje Y;
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4. Pz(—x,—y, z) es simétrico de P respecto al eje Z;

5. Pxy(x,y,—z) es simétrico de P respecto al plano XY;
6. Pyz(—x,y,2) es simétrico de P respecto al plano Y Z;
7. Pxz(z,—y, z) es simétrico de P respecto al plano X Z.

Demostracion. Sea P(z,y,z) € R>.

= Para 1.
Consideremos a Po(—x, —y, —2) € R? y alarecta £ cuya ecuacién esta
dada por V = P + A\(2z, 2y, 22), notemos que

P+ \(2x,2y,22) = (x,y,2) + A(2z,2y,22)
(14 2X\)(z,y, 2).

Ahora, si A = —3, entonces (0,0,0) € £ y con ello tenemos que P,O y
Pp son colineales.

Ademas,
I1PO]| = V/(z=0)2+(y—0)2+ (2 —0)?
= V(0= (=2))2+ (0 = (=9))? + (0 — (—2))?
= [|OFoll.

Por lo tanto, Py es simétrico de P respecto a O.

= Para 2.
Tomamos a Px(x,—y,—z) € R3, asi (P — Px) producto punto con
(1,0,0) nos da 0, es decir, (0,2y,2z)-(1,0,0) = 0, por lo que (P — Px)
es perpendicular a (1,0,0), ademds el punto medio del segmento PPx
es el punto (z,0,0) € X. Por lo que 2. queda demostrado.
De manera andloga se demuestran 3. y 4.

= Para 5.
Consideremos el punto Pyy(z,y,—2) € R3 dado que (P — Pxy) =
(0,0,22) es paralelo al eje Z, el segmento PPxy es perpendicular al
plano XY y el punto medio del segmento PPxy es (x,y,0) el cudl esta
en el plano XY. Por lo tanto, Pxy es el punto simétrico de P con
respecto al plano XY
Analogamente, se prueban 6. y 7.
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Proposicién 1.1.14. Si una figura F C R?® es simétrica respecto a los tres
planos coordenados, también lo es respecto a los ejes coordenados y al origen.

Demostracién. Sea F una figura en R? y P(xz,y,2) € F. Como F es simétri-
ca respecto al plano XY y Y Z, por la proposiciéon 1.1.13, tenemos que
P(—x,y,—z) € F, es decir, P = Py. Con lo que F es simétrico respecto al
eje Y. De que F es simétrico respecto al plano Y Z y X Z, por la proposicion
1.1.13, tenemos que P"(—x, —y,z) € F, es decir, P” = P5. Por lo cual F es
simétrico respecto al eje Z. De manera similar se tiene que F es simétrico
respecto al eje X.

O

1.2. Grupos y transformaciones rigidas

En ésta seccion nos adentraremos en las transformaciones rigidas o también
llamadas simetrias, algunas propiedades, ejemplos de ellas, la forma de ex-
presarlas por medio de matrices y de manera superficial la relacion que tienen
con la teoria de grupos.

Es relevante tomar en cuenta, que para una mejor comprension de esta sec-
cién es ideal consultar [3, 3.1. Definicién y ejemplos de grupos, pag. 66.

Definicién 1.2.1. Un grupo es un conjunto G, no vacio, en el que estd
definida una operacion binaria, es decir, una funcion x : G x G — G con las
propiedades siquientes:

1) Cerradura:

g *h € G para cualesquiera g,h € G.
2) Asociativa:
(gxh)xk=gx*(hxk) para g,h, k € G.
3) Ezistencia de neutro: Existe un elemento e en G, tal que
exg=g*xe=g para todo g € G.

4) FEzistencia de inverso: Para cada g € G, existe otro elemento g~' de G,
tal que

glxg=gxgl=e
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Definicién 1.2.2. Un grupo abeliano es un grupo G cuya operacion cum-
ple la propiedad conmutativa:

gxh=hxg conghegG.

Las definiciones 1.2.1 y 1.2.2 seran parte clave para algunas propiedades y
demostraciones que involucran a las transformaciones rigidas. Dicho esto,
procedemos con la definicién de transformacion rigida.

Definicién 1.2.3. Una transformacion rigida en el plano es una funcion
T : R? — R? que respeta las distancias entre puntos, es decir, d(P,Q) =
d(T(P),T(Q)). A las transformaciones rigidas también se les conoce como
tsometrias por respetar las medidas.

Proposicién 1.2.4. La composicion de dos transformaciones rigidas en el
plano es una transformacion rigida.

Demostracién. Sean Ty : R? — R? y T, : R? — R? dos transformaciones
rigidas. Entonces,

d((Tz o Th)(P), (T2 e T1)(Q)) = d(Tx(T1(P)), Tx(T1(Q)))
= d(Tl(P)aTl(Q))
= d(P,Q).

Por lo tanto, T, o T} es una transformacion rigida. O
Proposicién 1.2.5. Toda isometria es inyectiva.

Demostracion. Sea T : R? — R? una isometria. Supongamos que

T(P)=T(Q)
con P,@Q € R? Como T es una transformacién rigida y d(T(P),T(Q)) = 0,
entonces d(P, Q) = 0. Por lo que P = Q. O]

Recordemos que una funcién biyectiva tiene inversa que también es biyectiva.

Proposicién 1.2.6. Si T es una isometria y tiene inversa T, entonces
T~ es una isometria.

Demostracion. Sea T—' : R? — R? la funcién inversa de 7. Sean A, B € R?,
como T es una transformacion rigida y d(A, B) = d(T(T~'(A)), T(T-*(B))),
entonces d(A, B) = d(T ' (A), T~*(B)). Por lo que T~ preserva distancias,
es decir, 77! es una isometria. O
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Definicién 1.2.7. Una traslacion en el plano por un vector fijo a €
R? es la transformacion T, : R? — R?, definida por Ty(P) = P + a. Véase
figura 1.7.

Tz(4) T:(B)
Tz(C)| Ta(D)
a

A B

c D

Figura 1.7: Traslacion.

Proposicion 1.2.8. Una traslacion es una transformacion rigida.

Demostracién. Sean P,Q € R? y @ un vector, consideramos la traslacién Tj.
Como

d(Tz(P), Ta(Q) = [|(P +a) — (Q +a)|| = [|[P — Q|| = d(P,Q),

T, es una transformacién rigida. ]
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Dadas T3, Tj dos traslaciones. Observemos que
(T30T5)(P) = T(Tx(P)) = Ty(P+a) = (P+a)+ b= P+ (a+b) = Ty 3(P),
para cada P € R2. Por lo que tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.9. La composicion Ty 0T, de dos traslaciones es otra tras-
lacion, a saber T 5

Para los siguientes resultados, asumiremos que el plano R? es un espacio
vectorial cuyo el neutro aditivo (0,0) es denotado simplemente por 0 y el
inverso aditivo de a es —a.

Proposicién 1.2.10. Las traslaciones del plano en el plano forman un grupo
bajo la composicion.

Demostracién. Sean a,b,¢ € R? y Ty, Ty, T, las traslaciones respectivas en el
plano R2.

a) Cerradura.

Por la proposicién 1.2.9 tenemos que para cada P € R?, (T, o Ty)(P) =
T;.5(P) es una traslacion.

b) Asociativa. )
Dado que (a + b) + ¢ = a+ (b+ ¢), tenemos que

(TaoTy) o Te)(P) = (Tyiqo Te)(P)

(
+b+a( )
(

= (TaoTe3)(P)
= (Tao (TyoTe))(P)

para cada P € R2.
c¢) Existencia de neutro.
Proponemos a Tp : R? — R?, definida por Ty(P) = P + 0 = Id(P).
Asi,
(Ta 0 T0)(P) = Toya(P) = Ta(P) = Tapo(P) = (To 0 T3)(P)
para cada P € R2.
d) Existencia de inverso.
Proponemos a T 5 : R? — R2, definida por T_4(P) = P + (—a), como la
traslacién inversa de Tj.
En efecto, pues
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(TaoT-4)(P) = T(*ﬁ)Jra(P) =Ty(P) = Ta+(7a)(P) = (T_aoTz)(P)
para cada P € R2.

Por lo tanto, de a), b), ¢) y d) tenemos que el conjunto de traslaciones en el
plano, es un grupo bajo la composicién. [

Definicién 1.2.11. La rotaciéon por el dngulo 6 en torno al origen
en R? es la funcion Rog : R? — R? definida por

Rog(x,y) = cost) —sent\ (x\ [xcost —ysenl
0T Y) = \senf  cos y) \xsend +ycosh )’

Véase figura 1.8.

Rog(B) Rog(C)

Figura 1.8: Rotaciéon por un angulo 6.

Lema 1.2.12. La rotacién Rog : R? — R? es una transformacion lineal y
|[Roo(P)|| = || P]].
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Demostracién. Sean A € Ry P,Q € R? donde P = (x1,v1), Q = (22, 92).
a)

x1senf + y, cos Tosenf + yo cos

Roy(P) + Roy(Q) = <x1 cos ) — yy sen 9> ($2 cos 6 — yy sen 0)

_ <(x1 + x3) cos @ — (y1 + y2) sen 0

(@1 4 x2) send + (y1 + y2) cos 0) = Rop(P + Q).

b)
ARop(P) = A (xlcose—ylsen6’> _ (

x1senf + y, cos b

(Ax1)cosf — (A\yp)send
(Azy1)senf + (Ayp) cosf

= Rog(A\P).
Asi, de a) y b) tenemos que Roy es transformacién lineal.
c)
[|Rog(P)|| = ||(x1cos@ —yysenf,x;senb + y; cosb)|
= /(z1cos6 — yysen )2 + (zysen d + y; cos 6)?

= i+l

= |IP]l.

Observaciéon 1.2.13. La matriz
cosf) —send
senf)  cos0
es la representacion matricial de la rotacion Rog en la base {(1,0),(0,1)}.

Ademds, tiene la forma
a —b
b a

Proposicién 1.2.14. Una rotacion es una transformacion rigida.

donde a® + b*> = 1.

Demostracion. Sean Rog una rotacién y P, Q € R?. Como Roy es lineal,
Roy(P — Q) = Rog(P) — Rog(Q). Por el lema 1.2.12,

d(Rog(P), Rog(Q)) = [|[Rog(P) — Rop(Q)]| = [|[Rog(P — Q)|| = ||P — Q|-

17



Asi, d(Rog(P), Rop(Q)) = d(P, Q). 0

Proposicién 1.2.15. La composicion, Rogo Rog, de dos rotaciones en torno
al origen estd definida por la matriz correspondiente a la rotacion por el
angulo 6 + ¢.

Demostracion. Sean Rog, Roy dos rotaciones en torno al origen. Por la ob-
servacion 1.2.13, haciendo a = cosf, b = sen @, ¢ = cos ¢, d = sen ¢ tenemos

que Rog = (Z _ab) y Roy = (ccl _cd) Entonces
—b\ (¢ —d
a

—b

- {
- () (iél?fé)
- (
- {

(zc —yd)(a)) + ((zd + yc)(— b)))
((zc — yd) (b)) + ((zd + yc)(a))
(ac = bd)(z)) + (—(ad + cb) (y))>
(cb+ ad)(z)) + ((—=bd + ca)(y))

(

(
_ ((ac—bd) —(ad+bc)\ (x
n ((ad +bc) +(ac— bd)) (y) '
Como sen(f + ¢) = sen@ - cos ¢ + cos @ - sen ¢ y cos(0 + ¢) = cos - cos p —
sen @ - sen ¢, tenemos que ac — bd = cos(0 + ¢) y ad + be = sen(0 + ¢). Por

lo tanto, la composicién de dos rotaciones, Rog o Roy, estd definida por la
matriz correspondiente a la rotacion por el angulo 6 + ¢. O

Dado que las funciones sen y cos son periodicas tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.2.16. Hay una correspondencia biunivoca entre las rotaciones
en torno al origen por un dngulo 6 € [0,27) y las matrices (Z _ab) con
a?+b* = 1.

La composicién de rotaciones se expresa como el producto de las matri-
ces asociadas respectivas. Se sugiere consultar [4, 2.3 Composition of Linear
Transformations and Matrix Multiplication, pag. 88].

Teorema 1.2.17. Las rotaciones en torno al origen en R? forman un grupo
abeliano.
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Demostracion. Sean Rog, Rog y Ro., tres rotaciones en R?. Por la observa-
cién 1.2.13 y el corolario 1.2.16, haciendo a = cosf, b = senf, ¢ = cos ¢, d =

sen ¢, e = cosy y f = sen+, tenemos que Rog = <Z _ab)’ Roy = (Cci —d)

c
y Ro, = <; _ef)'

a) Cerradura.
Por la proposicion 1.2.15 tenemos que

Rog o Rog es la rotacién Rog. 4.

b) Asociativa.
Basta que ver que el producto de matrices es asociativo.

(GGG D-6 :23;2§>< )
_ (((ac—bd)e)+(( ad —be)f) ((ac—bd)(—f)) + ((—ad — be)e )
((bc+ ad)e) + ((=bd + ac)f) ((be+ ad)(—f)) + ((—=bd + ac)e)
+

:((a(ce—df)) (=b(de +cf))) (a(—cf —de)) + df+06))
(b(ce = df)) + (alde +cf))  (b(—cf — de)) + (a(—=df + ce))

I v B A I(F )( 7))

c¢) Existencia de neutro.
Proponemos a Rog : R? — R?, definida por

A= (S0 ) = (3 9),
Entonces,
(G =Gz oy = (3 )
(st e =0 G )

d) Existencia de inverso.
Para Roy, proponemos a Roe_l : R? — R?, por la matriz

19



(8 =)

Rog1 = (_ab 2)

(D ) =G ooy = (5 9)
= (e A = (4 0 6
Por lo tanto de a), b), ¢) y d) tenemos que el conjunto de rotaciones en torno

al origen en R? es un grupo.
Ahora, veamos que es abeliano. Con la notacién previa,

(D) () = (o) s o)
S Gt B s | |

Por lo tanto el conjunto de rotaciones en torno al origen en R? es un grupo
abeliano. O

Notemos que

Asi,

Definicién 1.2.18. La reflexion en el plano respecto a la recta L,
que pasa por el origen y forma un dngulo ¢ con la parte positiva del eje X,
es la funcidn Rey : R* — R? definida por

_ [cos2¢ sen2¢ x\  [xcos2¢ -+ ysen2¢
Reg(w,y) = (sen 2¢ —cos 2gb> (y) - (x sen 2¢ — y cos 2¢) '

Véase figura 1.9.
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Re,(4)

Re¢(CJ

Figura 1.9: Reflexién respecto a la recta L.

Lema 1.2.19. La reflexién Rey : R? — R? es una transformacion lineal y
|| Reo(P)|| = || PI].

Demostracién. Sean A € Ry P,Q € R?, donde P = (z1,y1), Q = (2, ¥2).
a)

Reg(P) + Rey(Q) = (m €820+ g sen 29) (w ¢08 20 + y3 sen 29)

x1 sen 20 — yy cos 20 X9 sen 260 — s cos 20

_ ((ml + x9) cos 20 + (y1 + y2) sen 20

(x1 4 z2) sen 26 — (y; + yo) cos 29) = Reg(P + Q).
b)

AReo(P) = A <x1 cos 260 + y; sen 20) (()\xl) cos 20 + (Ay; ) sen 20)
o(P) = _

zrysen2f —yicos20 )  \ (Axy)sen 26 — (Ay;) cos 260
= Reg(/\P)
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Asi, de a) y b) tenemos que Rey es transformacién lineal.

c)
[|Rea(P)|| = ||(x1cos20 + y; sen 260, xq sen 26 — y; cos 20)||
= /(210820 + y1 5en 20)2 + (21 sen 20 — y; cos 26)2

= i+l

= |IP]l.

Observacién 1.2.20. La matriz

cos20 +sen 26
sen20 — cos26

es la representacion matricial de la reflexion Rey en la base {(1,0),(0,1)}.

Ademds, tiene la forma
a b
b —a

Dado que las funciones sen y cos son periddicas tenemos el siguiente resultado.

donde a® + b*> = 1.

Corolario 1.2.21. Hay una correspondencia biunivoca entre las reflexiones

y las matrices (Z _ba> con a®>+ b =1.

Proposicion 1.2.22. Las reflexiones son transformaciones rigidas.

Demostracion. Sean P, Q € R?, L, una recta por el origen y Re, la reflexion
respecto a la recta £,. Como Re, es lineal, Rey(P — Q) = Rey(P) — Rey(Q).
Por el lema 1.2.19,

d(Rey(P), Rey(Q)) = [|Res(P) — Reg(Q)|| = || Reo(P — Q)| = [|[P — Q|-
Asi, d(Reg(P), Rey(Q)) = d(P, Q). O
Asi, como se trabajo con las rotaciones se hara lo mismo con las reflexiones.

Proposicién 1.2.23. La composicion de dos reflexiones en el plano, es una
rotacion en torno al origen.
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Demostracion. Sean Ly, L4 rectas por el origen, Rey y Rey las reflexiones
respecto a Ly y Ly, respectivamente. Por la observacién 1.2.20, haciendo

a = cos20, b =sen260, c = cos2¢, d = sen2¢ tenemos que Rey = (a b )

b —a
y Reg = ((CZ _dc> Entonces

(Reg o Rey)(z,y) =

a

b —a
a
b a

(o) ()
(ié*i‘i? N

=
=
(
(

((ze+yd)(a)) + (( y)(b)>
((ze +yd)(0)) + ((xd — yc)(=a))
(ac+bd)(x)) + ((ad — cb)( y

((cb —ad)(x)) + ((bd + ca)(y

(ac + bd) (

B —(—ad + be)

— \(—ad+bc) +(ac+ bd) Yy
Como sen(f — ¢) = senf - cosp — cos - sen ¢ y cos(f — ¢) = cosf - cos p +
sen @ - sen ¢, tenemos que ac + bd = cos(6 — ¢) y —ad + be = sen(f — ¢). Por

lo tanto, la composicién de dos reflexiones, Rey o Rey, esta definida por la
matriz correspondiente a la rotacion por el angulo 6 — ¢. O

Teorema 1.2.24. El conjunto de rotaciones en R* en torno a (0,0) y refle-
ziones respecto a una recta por (0,0), forman un grupo bajo la composicion.

Demostracion. Sean Rey, Reg, Re,, Ro., Ro,, Roy, reflexiones y rotaciones
en R2. Por las observaciones 1.2.13 y 1.2.20, haciendo a = cos#, b = sen,
c = cosp, d =sen¢p, e = cosy, f =seny, g = cos20, h = sen20, 1 =

cos2¢, j = sen2¢, k = cos2vy, | = sen2vy, tenemos que Roy = Z _ab ’
(e —d (e —f _ (9 h _ (0
kol
Re =\ —x)

a) Cerradura.
Por las proposiciones 1.2.15 y 1.2.23, la composiciéon de rotaciones es una
rotacién y la composicién de reflexiones es una rotacion.
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Por lo que basta probar que la composicién entre una reflexiéon y una rotacion
es una reflexién o una rotacién.
Consideremos Rog, Reg

a —=b\ (i j\ (ai—=bj aj+bi\ [(m n
b a j —i) \bi+aj bj—ai) \n —-m)’

Donde m = ai —bj y n = aj + bi. Notemos que esta ultima matriz representa
una reflexién. De la misma forma Re, o Rog es una reflexion.

b) Asociativa.

Se sigue de que el producto de matrices de 2 X 2 es asociativo.

Esto se puede consultar en [4, 2.3 Composition of Linear Transformations
and Matrix Multiplication, pag. 93].

c) Existencia de neutro.

Para cada Roy, por el teorema 1.2.17, el neutro es Rop : R? — R?, dada por

la matriz
10
0 1/

Ademads, para cada reflexion Rey, tenemos que

(%) D)= C0re o) -0 %)
Gt asta) B Y[l
%Lixésatsg (;ioat:ceiéiﬁvgsz'por el teorema 1.2.17, existe Ro,"' : R? — R?2, dada

por
a b
-b a)’

Para cada reflexién Reg : R? — R2, observemos que Rey o Reg = Roy, pues

(0 1) (0 n) = (i sy - (3))

Por lo tanto de a), b), ¢) y d) tenemos que el conjunto de rotaciones en torno
al origen y las reflexiones en el plano, es un grupo. O]
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Definicién 1.2.25. El grupo, bajo la composicion, formado por rotaciones
en R? en torno a (0,0) y refleviones respecto a rectas por (0,0), se llama el
grupo ortogonal real de orden 2 y se denota por O(2, R).

Definicién 1.2.26. El grupo de rotaciones en R?, se llama el grupo orto-
gonal especial y se denota por SO(2, R).

Definicién 1.2.27. Una funcion T : R*> — R? es una transformacion or-
togonal, si preserva al producto interior. Es decir, si para todo u,v € R? se
cumple que

T(u)-T()=u-v.

Proposicién 1.2.28. $i T : R> — R? es una transformacién ortogonal,
entonces T es una isometria.

Demostracién. Sean T una transformacién ortogonal y A, B € R%. Entonces

d(T(A),T(B))* = ||T(A)-T(B)I]

= [[A-BJ]
= d(A, B)%.

Por lo tanto, T es una isometria. O

Proposicién 1.2.29. Si T es una transformacion ortogonal, entonces T(0)

= 0.

Demostracién. Sean T : R? — R? una transformacién ortogonal y A € R2.
Por la proposicién 1.2.28, T' es una isometria. Entonces ||A|| = ||T'(A4)||]. En
particular, si A = 0, entonces 0 = ||0|| = ||T°(0)]|. O

Ejemplo 1.2.30. Las traslaciones no son transformaciones ortogonales.

Proposicién 1.2.31. Si T : R? — R? es una transformacién rigida y T'(0) =
0, entonces T preserva el producto interior, es decir, si P, € R? entonces

T(P)-T(Q) =P-Q
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Demostracién. Como T : R* — R? es una transformacién rigida, ||T(P) —
T(Q)|| = ||P — Q|]. Trabajando con ésta igualdad, tenemos que

17(P) =T@)I* = [IP-QIf
IT(P)|* = 2T(P) - T(Q) + |IT@)I* = [IPII*—2(P- Q) +|QII*
—2(T(P)-T(Q) = —2(P-Q)
T(pP)-TQ) = P-Q

Asi, T preserva el producto interior. n

Observemos que rotaciones en R? en torno al origen, Roy, y reflexiones res-
pecto a una recta por (0,0), Regy, son transformaciones rigidas que cumplen
que Rog(0) = 0 y Rey(0) = 0. Asi, por el teorema 1.2.31, tenemos que son
transformaciones que preservan el producto interior, es decir, por la definicion
1.2.27 son trasformaciones ortogonales. De ahi el nombre de grupo ortogonal.
Ahora, con el siguiente teorema generalizamos las transformaciones rigidas.

Teorema 1.2.32. Cualquier transformacion rigida es composicion de una
traslacion con una transformacion ortogonal.

Demostracion. Sea T : R? — R? una transformacion rigida, donde T'(0) = a.
Definimos a U = T_; o T, recordemos que 1_; denota una traslacién. Por
hipétesis, T' es una transformacién rigida. De las proposiciones 1.2.8 y 1.2.4
tenemos que U es transformacion rigida. Notemos que U(0) = T_; o T'(0) =
T 4(T(0)) =T a(a) = a—a = 0, con ello concluimos que U fija 0. Por la
definicién 1.2.27 y la proposicién 1.2.28, U es una transformacién ortogonal
y una isometria. Como 7T_; es una traslacion, por la proposicién 1.2.8, existe
T; tal que T, o T_; = Ty = Id. Entonces

TaOU:TaO(T_aOT):T

Asi, la transformacién rigida 7' es la composicion de una trasformacion orto-
gonal y una traslacion. O

Corolario 1.2.33. La composicion mencionada en el teorema 1.2.32 es uni-
ca.

Demostracion. Supongamos que T' = T; o U, T' = I; o V donde U,V son
ortogonales, asf U(0) = V(0) = 0. Como a = 0+ a = T,(0) = T5(U(0)) =
T0)y T(0)=T5V(0) =T3(0) =0+b=0b,T, =T;. Porloque U = V. O
Definiciéon 1.2.34. El grupo de las transformaciones rigidas del plano en el
plano es el grupo euclidiano de orden 2, denotado por E(2).
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Capitulo 2
FRISOS Y MOSAICOS

Inmensas... es ahora cuando empezamos a hablar mas de “frisos y mosaicos”,
el adentrarnos poco a poco en la construccién y propiedades de estos, nos
permitira conocerlos mejor y asi poder visualizarlos mas alla del espacio
vertorial R2. Este capitulo contiene 2 secciones, en la primera abordamos
frisos y en la segunda, mosaicos.

2.1. Frisos

Para poder recubrir el plano, es necesario poder fijar la vista en sélo un
trozo de éste. Por consiguiente, analizar el posible comportamiento del patron
seleccionado en este trozo, usando las simetrias estudiadas en el capitulo
anterior. De esto, comenzar con el tema de frisos es lo ideal.

Es importante comentar que para esta parte tomamos como base [2, 1.6.
Frisos y Mosaicos, pag. 71].

Definicién 2.1.1. Una traslapacion sucede cuando dados W)Y C R?, exis-
te al menos un punto P € WNY y ademdas W #Y .

Definicién 2.1.2. Un friso es el cubrimiento, por medio de un patron, de
la region del plano, de longitud infinita pero de anchura finita, limitada por
rectas paralelas, sin que sucedan traslapaciones.

Construccion 2.1.3. Para construir un friso, trazamos una recta L en el
plano y observamos dos reglas:

1) Usar un patron con la base marcada y de longitud a, donde a € R, véase
figura 2.1.
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a

Figura 2.1: Patron.

2) Si el patron se usa en un lado de la recta, no es vdlido volverlo a usar con
otra posicion del mismo lado en ese tramo, pues eso equivaldria a tener otro
patron. La base debe permanecer en la recta L.

Dado que un friso es infinito y esta determinado por una recta, es importante
analizar las isometrias que mantienen invariante una recta dada.

Lema 2.1.4. Sea £ una recta en el plano R?. Las traslaciones en la direccion
de la recta L dejan invariante la recta L.

Demostracién. Supongamos que £ es una recta por el origen y Ty : R? — R?
una traslacién definida por T;(P) = P + a para P € R? y @ es un vector de
direccién de L. Asi, la ecuacion vectorial de £, V = Py + Aa donde P, es un
punto por donde pasa la recta. Ahora, si () € £, entonces Q = Fy+ Aga para
algin A\g € R. Aplicando T; a () obtenemos

Ta(Q) = @Q+a
= (Py+Xga)+a
= P+ (Ao +1)a.

Por lo tanto, T3(Q) € L. O

Lema 2.1.5. Sea £ una recta en el plano R%. La rotacién por el dngulo
en torno a un punto de la recta L, deja invariante la recta L.

Demostracion. Sea L una recta en el plano, sin pérdida de generalidad po-
demos suponer que L es el eje X. Sea Ro, la rotaciéon por el angulo 7w en
torno al origen en R?. Supongamos que K = (m,0) y Ro;r es la rotacién por
el angulo 7 en torno a K. Observemos que Tk (K) = 0, donde T_ es la
traslacién por el vector (—m, 0). T_g(Q) = (x—m,0), si Q = (z,0). Por otro
lado,
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Rox(z —m,0) = COST —senmw rT—my _ —r+m ‘
SenT  COST 0 0
Por lo que, Ro, deja invariante el eje X. Notemos que T,KORO;r = Ro,oT g,
entonces T4 (—x +m,0) = (—z +m +m,0). Asi, Ro_ € L. O

Lema 2.1.6. Sea £ una recta en el plano R%. La reflexion respecto a la recta
V que es perpendicular a L y la reflexion respecto a L, dejan invariante la
recta L.

Demostracion. Sea L una recta en el plano, sin pérdida de generalidad po-

demos suponer que L es el eje X. Sean V es el eje Y y Rex la reflexion con

respecto a la recta V. Supongamos que Rex la reflexién con respecto a la
2

recta V', donde V' pasa por el punto K = (m,0) un elemento del eje X y es
perpendicular a £. Observemos que T_k(K) = 0, donde T"_ es la traslacion
por el vector (—m,0). T_x(Q) = (z —m,0) si Q = (x,0). Por otro lado,

_ _ [cos2(3) —sen2(%)\ (z—m\ _[—xz+m
Rez (v —m,0) = (sen 2(3)  cos2(%) 0 N 0 '
Porlo que, Rez deja invariante el eje X. Notemos que T,KoRelg = RezoTl g,
entonces T i (—x +m,0) = (—x +m +m,0). Asi, Re'g eL. O

A continuacion, se procede a construir 7 tipos diferentes de frisos en los que
cada centro de simetria es identificado con un punto azul y un eje de simetria
por una linea de color rojo. Para la construccién se establece la siguiente:

Notacién 2.1.7. Sea £ una recta en el plano R2.

= F' denota el patron, conformado por el triangulo que resulta al cortar
un rectdngulo (con base de longitud a) a lo largo de una diagonal.

» Dada la recta £ en el plano R?, consideramos a € R? un vector de
direccion de L, tal que ||a|| = a.

= 0 denota un punto “inicial” en L.

s A denota el punto de L correspondiente al punto final del segmento de
longitud |a| con punto inicial 0.

s nA denota el punto de L correspondiente al punto final del segmento
de longitud |na| con punto inicial 0, donde n € Z y na es un vector de
direccion de L.
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» T,z denota la traslacion por na, donde n € Z. Observemos que el patron
no se traslapa al trasladarlo por na.

s A denota el punto de L correspondiente al punto final del segmento
de longitud |ra| con punto inicial 0, donde r es de la forma 2"2_1 con
n € Z y ra es un vector de direccion de L.

» 0,4 denota la rotacion por 180° en torno a un punto rA € L.
» Re, denota la reflexion con respecto a la recta L.

= Rey denota la reflexion con respecto a la recta V que es perpendicular
a L que pasa por un punto de la forma nA; al utilizar tal reflexion,
tenemos que 2na es el vector correspondiente a una traslacion que deja
mvariante a la recta L.

v denota la composicion T; o Rey llamada el “paso”.

Con esta notacién procedemos a la construccion de los siete diferentes frisos.
FRISO F;
1) Tomamos el patrén F'. Véase figura 2.2.

%

Figura 2.2: Patrén F.

2) Aplicando a F' la traslacién Ty por el vector de direccién a. Véase figura
2.3.
Como el friso es infinito, aplicamos a F' inicamente la traslacién Tj; repeti-
damente para obtener a Fi. En la figura 2.4 se muestra un trozo de Fi. Por
la construccién, el subgrupo de F(2) generado por la traslacién Ty, denotado
por G = < T; >, deja invariante a Fj.
Notemos que en F}, no hay centros ni ejes de simetria.

FRISO F,
1) Tomamos el patrén F. Véase figura 2.2.
2) Aplicando a F' la rotacién 014, tenemos la figura 2.5.
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AT €

Q A I8

Figura 2.3: Traslacion por el vector de direccion a.

Figura 2.4: Trozo del friso Fj.

Ro, l

Figura 2.5: Rotacion de 180° en torno al punto %A.

N

N
=

3) Se traslada lo obtenido por T3, véase figura 2.6.



N

7

Figura 2.6: Traslaciéon por el vector de direcciéon a.

Al aplicar repetidamente O1aY T, se obtiene el friso F5, en la figura 2.7 se
muestra un trozo de F,. Por la construccion, el subgrupo Gy =< T1as T; >

.. . 2 -1
deja invariante a Fh. Observemos que 01, = IdyoipoTaoory =T,

%,

Z

%

Q

7

%

7,

Figura 2.7: Trozo del friso F5.

En el friso F, hay centros de simetria y son los puntos de la forma % donde
n € Z. Sin embargo, en éste friso no hay ejes de simetria. Véase figura 2.8.

Figura 2.8: Centros de simetria en el friso F5.

3

2



FRISO F;
1) Tomamos el patrén F. Véase figura 2.2.
2) Aplicamos a F' una reflexién Re,. Véase figura 2.9.

Figura 2.9: Reflexién con respecto a la recta L.

3) Se traslada lo obtenido por T;. Como se muestra en la figura 2.10.

Figura 2.10: Traslacién por el vector de direccion a.

Al aplicar repetidamente Re, y T; obtenemos el friso F3. En la figura 2.11
se muestra un trozo del friso Fj. Por la construccién, el subgrupo Gz =
< Rey,T; > deja invariante a F3. Observemos que Re% = Id.
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Figura 2.11: Trozo del friso F3.

En el friso F3 no hay centros de simetria. Sin embargo, en éste friso hay un
eje de simetria, el cudl es la recta £. Véase figura 2.12.

Figura 2.12: Eje de simetria del friso F3.

FRISO F,
1) Tomamos el patrén F. Véase figura 2.2.
2) Se aplica a F' una reflexién Rey. Véase figura 2.13.

Re,

o
=

2A

Figura 2.13: Reflexion con respecto a la recta V.
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3) Se traslada lo obtenido por Th;, véase figura 2.14.

Figura 2.14: Traslacién por el vector de direccion 2a.

Al aplicar repetidamente Rey y Th; obtenemos el friso Fy. En la figura 2.15
se muestra un trozo del friso Fj. Por la construccién, el subgrupo G4 =
< Rey, Ty; > deja invariante a Fj. Observemos que Re?, = Idy ReyoTy;0Rey
= Ty

F V.V VWV W \

Figura 2.15: Trozo del friso Fj.

En el friso F; no hay centros de simetria. Sin embargo, en éste friso hay ejes
de simetria, los cudles son las rectas verticales a la recta £, que pasan por
los puntos de la forma nA con n € Z. Véase figura 2.16.

Figura 2.16: Ejes de simetria del friso F}.

FRISO F;
1) Tomamos el patrén F'. Véase figura 2.2
2) Se aplica a F el paso, 7. Véase figura 2.17.
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Y = TzoRe,

Figura 2.17: El paso.
3) A lo obtenido se aplica nuevamente el paso, v. Véase figura 2.18.

Y= Tdo RBL

e

Figura 2.18: Segunda aplicacion del paso.

Al aplicar repetidamente v obtenemos el friso F5. En la figura 2.19 se muestra
un trozo del friso Fj. Por la construccién, el subgrupo G5 =< v > deja
invariante a Fy. Observemos que 72 = Th;.
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Figura 2.19: Trozo del friso F.

En el friso F5 no hay centros ni ejes de simetria.
FRISO Fj
1) Tomamos el patrén F. Véase figura 2.2.
2) Se aplica a F la reflexiéon Re,. Véase figura 2.9.
3) Se aplica a lo obtenido una reflexién Rey,. Véase figura 2.20.

Figura 2.20: Reflexion con respecto a la recta V.

4) Se traslada lo obtenido por T, véase figura 2.21.

37



Figura 2.21: Traslacién por el vector de direccion 2a.

Al aplicar repetidamente Re,, Rey vy Ts; obtenemos el friso Fg. En la figura
2.22 se muestra un trozo del friso Fg. Por la construccion, el subgrupo Gg =
< Rey, Rep, Toz > deja invariante a Fg. Observemos que Re3, = Id, Rey o
Tha o Rey = Ty', Re2 = Id y (Reg o Rey)? = 0% = Id.

Figura 2.22: Trozo del friso F.

En el friso Fs hay centros de simetria en los puntos de la forma nA, donde
n € Z. Ademas, en éste friso hay ejes de simetria, los cuales son las rectas
verticales a la recta £, que pasan por los puntos de la forma nA con n € Z
y también la recta L es eje de simetria. Véase figura 2.23.

Figura 2.23: Centros y ejes de simetria del friso Fg.

FRISO F;
1) Tomamos el patrén F. Véase figura 2.2.
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2) Se aplica a F' una reflexién Rey. Véase figura 2.13.
3) A lo obtenido se le aplica una rotacién o94. Véase figura 2.24.

Figura 2.24: Rotacion de 180° en torno al punto 2A.

4) Aplicamos nuevamente una rotacion o,4. Véase figura 2.25.

Figura 2.25: Rotacién de 180° en torno al punto 2A.

Al aplicar repetidamente Rey y 094 obtenemos el friso F%. En la figura 2.26
se muestra un trozo del friso F;. Por la construccién, el subgrupo G; =
< Rey, 024 > deja invariante a F;. Observemos que (Rey 0 094)? = Tya.

Figura 2.26: Trozo del friso F7.
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En el friso F; hay centros de simetria en los puntos de la forma nA, donde
n es un numero entero par. Ademas, en éste friso hay ejes de simetria, los
cuales son las rectas verticales a la recta £, que pasan por los puntos de la
forma nA donde n es un nimero entero impar. Véase figura 2.27.

Figura 2.27: Ejes y centros de simetria del friso F7.

Proposicién 2.1.8. Cada uno de los siguientes pares de isometrias no pue-
den estar en un mismo grupo, ya que de lo contrario sucederdn traslapaciones.
a) Tz y Rey.

b) 014y Rer.

c)oay.

Demostracion. Consideremos un patrén F', el cual puede ser el patrén de la
notaciéon 2.1.7. Asi, comenzamos con:

a) T, y Rey.

Por un lado, tomamos a F' y le aplicamos la traslaciéon Tj, entonces este se
deslizara a un costado del patrén. Como se muestra en la figura 2.3.

Por otro lado, si le aplicamos a F' la reflexién con respecto a la recta V),
entonces este se vera reflejado a un costado del patrén. Véase figura 2.13.
Ahora, notemos que las imégenes T;(F) y Rey(F') no coinciden, sin em-
bargo, existe al menos un punto P digamos P = 2A donde T;(A) = 2A y
Rey(0) = 2A, implicando que P € T,;(F') N Rey(F'), propiciando una trasla-
pacion.

b) o 14y Reg.

Por un lado, si a F' le aplicamos la rotacién en torno al punto %A, OrA, CON
r = %, entonces este se rotara hacia la parte inferior del patrén. Como se
muestra en la figura 2.5.

Por otro lado, tomamos a F' y le aplicamos la reflexion con respecto a la recta
L, entonces este se vera reflejado en la parte inferior del patrén. Véase en la
figura 2.9.
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Ahora, notemos que las imagenes Re,(F') y o1 4(F) no coinciden, sin em-
bargo, ambas estan en la parte inferior de la posicion original del patron F,
més aun, existe al menos un punto P de hecho P = A, donde Re,(A) = A
y O'%A(O) = A, implicando que P € Re.(F)N O'%A<F>, provocando una tras-
lapacion.

C) oAy Y-

Por un lado, le aplicamos a F' la rotaciéon en torno al punto A, 04, entonces
este se rotara a un costado del patrén pero en la parte inferior. Como se
muestra en la figura 2.28.

Ro,

P e —

Figura 2.28: Rotacién de 180° en torno al punto A.

Por otro lado, a F' le aplicamos ~, entonces este se reflejard y trasladara al
mismo tiempo hacia un costado del patrén pero en la parte inferior. Véase
figura 2.17.
Ahora, notemos que las imdgenes v(F) y o4(F) no coinciden, pero ambas
estan a un costado de la posicion original del patrén F' pero en la parte
inferior, ademdas, P = 2A, donde y(A) = 24 y 04(0) = 2A, implica que
P € ~v(F)Noa(F), sucediendo una traslapacion.

O

Proposicién 2.1.9. Los subgrupos de isometrias de E(2) que fijan la recta
L y que cumplen las reglas 1 y 2 de la construccion 2.1.3, son unicamente
Gi,i=1,2,--- 7.

Demostracion. Consideremos las isometrias las cuales dejan invariante la rec-
ta L del plano y cumplen la regla de utilizar una vez el patrén en cada tramo
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de longitud a. Ahora procedemos a generar los grupos posibles con éstas iso-
metrias, para lo cual consideramos las siguientes posibilidades:

1) Si consideramos una isometria que mantiene la base del patrén F en Ly
que realice desplazamientos en la recta, entonces esta es T y genera el grupo
Gi.

2) Si consideramos dos isometrias que mantienen la base del patrén F en L,
que ademads una de ellas causa desplazamientos en £ y la otra rotaciones en
puntos de L de la forma rA, donde r = %, entonces estas isometrias son T}
y 0,4 las cuales generan al grupo Gj.

3) Si consideramos dos isometrias que mantienen la base del patrén F' en L,
que ademas una de ellas causa desplazamientos en L y la otra reflexiones con
respecto a L, entonces estas isometrias son T, y Re, las cuales generan al
grupo Gjs.

4) Si consideramos dos isometrias que mantiene la base del patrén F en L,
que ademas una de ellas causa desplazamientos en L y la otra reflexiones con
respecto a la recta V (recordemos que V es la recta perpendicular a la recta
L, véase la notacion 2.1.7), entonces estas isometrias son To; y Rey las cuales
generan al grupo G4. Nétese que por la proposicion 2.1.8, las isometrias Tj
y Rey no generan un grupo.

5) Si consideramos una isometria que mantiene la base del patrén F en Ly
que realice el paso en la recta L, entonces esta es v y genera el grupo Gs.
6) Si consideramos dos isometrias que mantiene la base del patrén F' en L,
que ademas una de ellas causa rotaciones en los puntos de £ de la forma nA,
con n un nimero entero, y la otra reflexiones con respecto a £, entonces estas
isometrias son 04 y Re., sin embargo, como son involuciones (su cuadrado
es la identidad) estas nos permiten obtener sélo un trozo de friso. Asi, en éste
caso es necesario agregar la traslacion T;. Por lo que generamos el grupo Gg.
7) Si consideramos dos isometrias que mantienen la base del patrén F' en L,
que ademas una de ellas causa rotaciones en L y la otra reflexiones con res-
pecto a la recta V), entonces estas isometrias son 0,4 y Rey, las cuales generan
al grupo G7. Notemos que si consideramos a o,4, Rey y Th; obtenemos el
mismo grupo.

8) Si consideramos dos isometrias que mantienen la base del patrén F en
L, que ademas una de ellas causa rotaciones en los puntos de £ de la forma
rA, donde r = %, y la otra el paso en L, entonces estas isometrias son o, 4
y 7, (notesé que para no tener superposiciones, es necesario que la recta V
sea eje de simetria). Asi, estas isometrias generan al grupo G7. Notesé que si
consideramos a v, Th; v 0,4, donde r = %, se obtiene el mismo grupo.
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9) Si consideramos dos isometrias que mantiene la base del patrén F' en L,
que ademas una de ellas causa reflexiones con respecto a la recta £ y la otra
reflexiones con respecto a la recta V), entonces esta isometrias son Re, y Rey,
sin embargo, como son involuciones estas nos permiten obtener sélo un trozo
de friso. Asi, en éste caso es necesario agregar la traslacion Ts;. Por lo que el
grupo que generan estas isometrias es Gg.

10) Si consideramos dos isometrias que mantienen la base del patrén F' en
L, que ademas una de ellas causa reflexiones con respecto a la recta £ y la
otra el paso en L, entonces estas isometrias son Re, y 7, las cuales generan
al grupo GG3. Notese que si consideramos a 7, Re,s y T; se obtiene el mismo
grupo.

11) Si consideramos dos isometrias que mantienen la base del patrén F' en
L, tales que una de ellas causa reflexiones con respecto a la recta V y la otra
el paso en L, entonces estas isometrias son Rey y 7, las cuales generan al
grupo G7. Notese que si consideramos a 7, Rey y Th; obtenemos el mismo
grupo.

12) Si consideramos dos isometrias que mantienen la base del patrén F' en
L, que ademas una de ellas causa desplazamientos en £ y la otra el paso en
L, entonces estas isometrias son Ts; y v las cuales generan al grupo Gs.

13) Si consideramos tres isometrias que mantienen la base del patrén F en L,
tales que una de ellas causa rotaciones en L, la otra reflexiones con respecto
a la recta £ y la tercera reflexiones con respecto a la recta 1V, entonces estas
isometrias son o4, Rey y Rey las cuales generan al grupo Gg. Nétese que si
consideramos las isometrias Ty, 04, Res y Rey se obtiene el mismo grupo.
14) Si consideramos tres isometrias que mantienen la base del patrén F en L,
tales que una de ellas causa rotaciones en L, la otra reflexiones con respecto
a la recta £ y la tltima el paso en L, entonces estas isometrias son 0,4, Re,
y 7, sin embargo, por la proposicién 2.1.8 estas no generan un grupo. Notese
que si consideramos a Ty, 04, Res y v no se sigue generando un grupo. Por
lo que estas posibilidades no se pueden dar.

15) Si consideramos tres isometrias que mantienen la base del patrén F en
L, que ademas una de ellas causa rotaciones en L, la otra reflexiones con
respecto a la recta V y la tercera el paso en L, entonces estas isometrias son
014, Rey y v las cuales generan al grupo GG7. Notesé que si consideramos a
T 22(—“ T1as Rey y v obtenemos el mismo grupo.

16) Si consideramos tres isometrias que mantienen la base del patrén F' en
L, tales que una de ellas causa reflexiones con respecto a la recta £, la otra
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reflexiones con respecto a la recta V y la tltima el paso en L, entonces estas
isometrias son Re,, Rey y 7, sin embargo, al hacer la composicion entre Rey,
y v implica 014, POT la proposicién 2.1.8 no generan un grupo. Més aun,
si consideramos las isometrias Th;, Rers, Rey y 77 no se sigue generando un
grupo. Por lo que estas posibilidades no se pueden dar.

17) Si consideramos cuatro isometrias que mantienen la base del patréon F
en L, que ademas una de ellas causa rotaciones en L, otra reflexiones con
respecto a la recta £, una tercera reflexiones con respecto a la recta V y la
ultima el paso en L, entonces estas isometrias son o,.4, Reys, Rey y 7, sin
embargo, por la proposicién 2.1.8 no generan un grupo. Por lo que esta po-
sibilidad no se puede dar.

18) Si consideramos cinco isometrias que mantienen la base del patrén F' en
L, tales que una de ellas causa desplazamientos en £, la segunda rotaciones
en L, la tercera reflexiones con respecto a la recta L, la cuarta reflexiones
con respecto a la recta V y la quinta el paso en £, entonces estas isometrias
son Th;, 0,4, Res, Rey vy 7, sin embargo, por la proposiciéon 2.1.8 no generan
un grupo. Por lo que esta posibilidad no se puede dar. O

De la proposicién anterior se sigue el siguiente resultado.

Corolario 2.1.10. El grupo de isometrias de un friso consta de los
elementos de E(2) que fijan una recta y contiene un subgrupo de traslaciones.

Definicién 2.1.11. Un dominio fundamental o region fundamental
es el trozo de friso, que al trasladarse por los elementos del subgrupo de tras-
laciones incluido en el grupo que lo fija, permiten obtener el friso completo.
Véanse figuras 2.29 y 2.50.

2

Figura 2.29: Region fundamental del friso 1.
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Figura 2.30: Region fundamental del friso 3.

2.2. Mosaicos

En la seccién anterior trabajamos con solo una region del plano, donde los
frisos son los posibles recubrimientos, pero ahora es necesario poder llevar
ésta idea a algo mas general, es decir, a los posibles recubrimientos del plano
R2. Es de esta idea que surgen los mosaicos, a los cuales les dedicamos esta
segunda parte del capitulo. Los conceptos y resultados aqui plasmados se
pueden consultar en [1, 2 Planar Patterns, pag. 15].

Definiciéon 2.2.1. En el lenguaje coloquial se llama mosaicos a las piezas
utilizadas para recubrir el piso, pero en matemadticas se llama mosaico al
modelo completo formado sobre el piso con las piezas. Véase figura 2.31.

S

Figura 2.31: Ejemplos de mosaicos.

45



Definicién 2.2.2. Un dominio fundamental o region fundamental
es el trozo de mosaico, que al aplicarle un subgrupo de isometrias, permite
obtener el mosaico completo. Véase figura 2.32.

Figura 2.32: Region fundamental.

Definiciéon 2.2.3. Cada isometria de una region fundamental puede ser de-

notada por un solo simbolo, llamamos signatura a todos los simbolos que
describen un dominio fundamental.

Definicion 2.2.4. Una linea trazada en un mosaico, la cual divide a éste en
dos, que ademds permite que un lado sea simétrico al otro, es llamada linea
espejo (eje de simetria). La denotamos con el simbolo *. Véase figura 2.53.

/\/</\/\ KDEDEDK

Figura 2.33: Lineas espejo.
Cuando consideremos una linea espejo, la reflexion es la isometria con la que

estaremos trabajando, donde la linea espejo es la recta de reflexién conside-
rada en la definicién 1.2.18.
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Definicién 2.2.5. Al punto de interseccion de las lineas espejo, le llamamos
punto caleidoscopico. A éste punto lo denotamos por el simbolo xn, donde
n es el numero de lineas espejo que pasan por ese punto. Véase figura 2.5/.

o

Figura 2.34: Punto caleidoscépico.

Observacion 2.2.6. En un mosaico pueden existir puntos caleidoscopicos
con la misma cantidad de lineas espejo que pasan por ellos, pero ndtese que
son distintos, ésto se debe a que suelen ser puntos distintos en una region
fundamental. Cuando esto sucede se ponen los simbolos en la signatura por
separado. Véase figura 2.35.

B

Figura 2.35: Puntos caleidoscépicos distintos.
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Observacion 2.2.7. En un mosaico pueden existir puntos caleidoscopicos
con la misma cantidad de lineas espejo que pasan por ellos, pero notese que
son iguales, ésto se debe a que suelen ser el mismo punto en las diferentes
elecciones de la region fundamental. Cuando esto sucede se coloca un solo
simbolo en la signatura. Véase figura 2.36.

Figura 2.36: Mismos puntos caleidoscopicos.

Observacion 2.2.8. Los niumeros que componen una signatura pueden ser

permutados, por ejemplo, *442, x244, «424 definen la misma signatura. Véase
figura 2.37.

N N
A 8
i % =

Figura 2.37: Mosaico con signatura 442, %244, 424,
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Definicién 2.2.9. Un punto de giro o n centro es un punto O del mo-

. ./ 7/ 7T
saico, que es centro de una rotacion por un dngulo —, con n € N, la cual

n

deja invariante al mosaico. A éste punto lo denotamos por el simbolo n, don-
de n es la cantidad de veces que podemos rotar el mosaico, hasta llegar a la
posicion original. Véase figuras 2.38 y 2.39.

Figura 2.38: Mosaico.

Figura 2.39: Puntos de giro en trozos de mosaico.

Cuando tengamos un punto de giro, la rotaciéon es la isometria con la que
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estaremos trabajando, donde el punto de giro es el punto fijo considerado en
la definicién 1.2.11.

Definicién 2.2.10. Un malagro es una repeticion a través de la reflexion de
una region fundamental de un mosaico la cudl no es explicada por una linea
espejo. A un milagro, lo denotamos por el simbolo x. Véase figura 2.40.

N /|

Figura 2.40: Milagro en trozos de mosaico.

Definicién 2.2.11. Un sendero marawvilloso es la repeticion de una region
fundamental de un mosaico la cudl no es explicada por una rotacion, reflexion
o milagro. A un sendero maravilloso, lo denotamos por el simbolo o, en la

literatura a este simbolo se le conoce como anillo maravilloso. Véase figura
2.41.

N \
B

NN T N /N

Figura 2.41: Sendero maravilloso en trozos de mosaico.
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Definicién 2.2.12. El costo es el valor que se le otorga a cada uno de los
simbolos que determinan una signatura. El cual esta dado de la siguiente
manera:

= o tiene costo $1.

* tiene costo $1.

= X tiene costo $1.

n su costo es $”T’1, (donde representa puntos de giro).

n su costo es $"2—:11, (donde representa puntos caleidoscdpicos).

2.2.1. Patrones planos

Los mosaicos se pueden estudiar en superficies distintas, sin embargo, segin
la superficie en la que se trabajen estos tendran caracteristicas distintas o in-
cluso una cantidad menor de ellos. Es por ello, que en esta ocasién estudiamos
a los mosaicos en el plano R2.

Definicién 2.2.13. A los mosaicos que usemos para recubrir el plano, los
llamaremos patrones planos.

Teorema 2.2.14. (El Teorema Mdgico para patrones planos.)
Las signaturas de los patrones repetitivos planos son precisamente aquellos
cuyo costo total es $2.

Debido a la complejidad de la demostraciéon del teorema 2.2.14, omitiremos
su prueba, pero esta se puede encontrar en [1, 6 Why the Magic Theorems
Work, pdg. 78]. Es importante comentar que el Teorema Mégico para patro-
nes planos es un caso particular del Teorema Magico para patrones esféricos.

A continuacion, desarrollaremos 3 ejemplos donde se involucran los costos
y ejemplifica el teorema 2.2.14.

Ejemplo 2.2.15. Sea M un mosaico, cuya region fundamental se puede ver
en la figura 2.42.

Notemos que tiene signatura x244. Por la definicion 2.2.12 tenemos que
su costo es $x244 = $1 + }L + % + % = $2. Entonces, por el teorema 2.2.14,
x244 es la signatura de un patron plano.
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Figura 2.42: Trozo de mosaico con signatura *244.

\

¢
NN

Figura 2.43: Trozo de mosaico con signatura 244.

Ejemplo 2.2.16. Sea M un mosaico, cuya region fundamental se puede ver
en la figura 2.43.

Notemos que tiene signatura 244. Por la definicion 2.2.12 tenemos que
su costo es $244 = $5 + 3 + 2 = $2. Entonces, por el teorema 2.2.14, 244 es

la signatura de un patron plano.

Ejemplo 2.2.17. Sea M un mosaico, cuya region fundamental se puede ver

en la figura 2.44.
Notemos que tiene signatura o. Por la definicion 2.2.12 tenemos que su costo
es $o = $2. Entonces, por el teorema 2.2.1/, o es la signatura de un patrén

plano.

Considerando el teorema 2.2.14 describiremos las posibles signaturas para
patrones planos, en términos de sus costos. Las cuales se dividen en tres ca-
tegorias: azul verdadero, rojo reflectante e hibridos.
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Figura 2.44: Trozo de mosaico con signatura o.

“Patrones planos azul verdadero”
Ya que los costos de los simbolos (de los puntos de giro) son menores a $1,
necesitamos de al menos tres simbolos que conformen la signatura. Si hay
exactamente tres simbolos, los costos de la definicién 2.2.12 demuestran que
la signatura puede ser sélo de las siguientes:

= La signatura 632 que describe un mosaico que tiene un 6 centro, 3
centro y 2 centro, véase figura 2.45, tiene un costo de $g + % + % = $2.

\/ \/ \/ \/
/ \ 7 \ 7 \ 7 \

Figura 2.45: Trozos de mosaico con signatura 632.

= La signatura 442 que describe un mosaico que tiene dos 4 centro dis-
tintos, un 2 centro, véase figura 2.46, tiene un costo de $% + % —i—% = $2.
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Figura 2.46: Trozos de mosaico con signatura 442.
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= La signatura 333 que describe un mosaico que tiene tres 3 centro dis-
tintos, véase figura 2.47, tiene un costo de $3 + 2 + 2 = $2.

Figura 2.47: Trozos de mosaico con signatura 333.

Ahora, si quisieramos una signatura con exactamente cuatro simbolos, la que
se muestra a continuacion es la inica que cumple la condicién inicial.

= La signatura 2222 que describe un mosaico que tiene cuatro 2 centro,
véase figura 2.48, tiene un costo de $5 + 1 4 3 + 1 = $2.

Ademas, la signatura del sendero maravilloso se encuentra en ésta categoria.

» La signatura o describe un mosaico que tiene un sendero maravilloso,
véase figura 2.49, tiene un costo de $2.
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Figura 2.48: Trozos de mosaico con signatura 2222.

o°..é>. «

Figura 2.49: Trozos de mosaico con signatura o.

“Patrones planos rojo reflectante”
Consideremos las signaturas que no tienen milagros y son completamente
rojas. Pues estas se obtienen de los casos anteriores, ya que *AB - - - N tiene
costo $2 si y sélo si AB -+ - N cumple:

1+t 4+ + L =$2siysélosi $242 + -+ 2 =62

recalcando que la unica signatura (descrita por solo lineas espejo distintas)

que cumple la condicién inicial es .
Debido a que cada costo de un simbolo rojo es la mitad del costo de un
simbolo azul y el costo de * es la mitad de $2, tenemos las siguientes signa-

turas:

s La signatura *632 que describe un mosaico que tiene un punto calei-
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doscopico 6, un punto caleidoscépico *3 y un punto caleidoscépico *2,
correspondiente a 632, véase figura 2.50, tiene un costo de $1 + 1% +
1,1

3+3 =952

3T 1

Figura 2.50: Trozos de mosaico con signatura *632.

= La signatura *442 que describe un mosaico que tiene un punto calei-
doscopico *2 y dos puntos caleidoscopicos 4, correspondiente a 442,
véase figura 2.51, tiene un costo de $1 + % + g + }1 = $2.

Figura 2.51: Trozos de mosaico con signatura *442.

» La signatura %333 que describe un mosaico que tiene tres puntos calei-
doscopicos *3, correspondiente a 333, véase figura 2.52, tiene un costo
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de $1+4 3+ 3+ 5 =$2.

Figura 2.52: Trozos de mosaico con signatura *333.

= La signatura %2222 que describe un mosaico que tiene cuatro puntos
caleidoscépicos *2, correspondiente a 2222, véanse figuras 2.53 y 2.54,
tiene un costo de $1+ 1 + 1 + 1 4+ 1 = $2.

Figura 2.53: Trozo de mosaico con signatura x2222.

K
S

Figura 2.54: Trozo de mosaico con signatura %2222.

o7



= La signatura #x que describe un mosaico que tiene dos lineas espejo
« distintas, correspondiente a o, véase figura 2.55, tiene un costo de
$1+1 =92

.

¥
o
)

Figura 2.55: Trozos de mosaico con signatura sx.

”Patrones planos hibridos”

Consideremos las signaturas que tienen milagros, para ello realicemos los
correspondientes reemplazos en las signaturas completamente rojas, n* por
xnn y * por X. Asi, las signaturas obtenidas son:

= La signatura 4*2 que describe un mosaico que tiene un 4 centro y un
punto caleidoscopico *2, correspondiente a 442, véase figura 2.56, tiene
un costo de $2 4+ 1+ § = $2.

'S

o2

Figura 2.56: Trozos de mosaico con signatura 4x*2.
= La signatura 3%3 que describe un mosaico que tiene un 3 centro y un

punto caleidoscépico %3, correspondiente a *333, véase figura 2.57, tiene
un costo de $2 + 1+ 3 = $2.

58



RAVAVAYE
APAVAY VAV -

AKad basd | XA |
A ATA

Figura 2.57: Trozos de mosaico con signatura 3x3.

= La signatura 2%22 que describe un mosaico que tiene un 2 centro y dos
puntos caleidoscopicos 2, correspondiente a x2222, véanse figuras 2.58
y 2.59, tiene un costo de $1 + 1+ 1 + 1 = $2.

Figura 2.58: Trozo de mosaico con signatura 2%22.

Figura 2.59: Trozo de mosaico con signatura 2%22.

= La signatura 22x que describe un mosaico que tiene dos 2 centro y una
linea espejo *, correspondiente a *2222, véanse figuras 2.60 y 2.61, tiene
un costo de $1 4+ 1 +1 = §2.
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Figura 2.60: Trozo de mosaico con signatura 22x.

%

Figura 2.61: Trozo de mosaico con signatura 22x.

» La signatura 22x que describe un mosaico que tiene dos 2 centro dis-
tintos y un milagro x, correspondiente a %2222, véase figura 2.62, tiene
un costo de $1 4 2 +1 = §2.
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Figura 2.62: Trozos de mosaico con signatura 22x.
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= La signatura *x que describe un mosaico que tiene una linea espejo *
y un milagro x, correspondiente a xx*, véase figura 2.63, tiene un costo
de $1+1=8%2.

Figura 2.63: Trozos de mosaico con signatura *x.

= La signatura x x que describe un mosaico que tiene dos milagros x
distintos, correspondiente a *x, véase figura 2.64, tiene un costo de
$1+4+1=9%2.

AW AUEY W
é?.{k

Figura 2.64: Trozos de mosaico x x.

Por lo tanto, el teorema 2.2.14 implica que hay como méaximo 17 tipos de
signaturas para un patron plano.

Problema 1. Sea un mosaico en el plano, encuentra su signatura.

Para finalizar aqui damos unos tips para poder encontrarla.
1) Se comienza por tomar un trozo de mosaico, identificar y remarcar con el
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color y simbolo correspondientes a los siguientes:
a) Lineas espejo.

b) Puntos caleidoscépicos.

¢) Puntos de giro.

d) Milagros.

e) Senderos maravillosos.

2) Se identifica y analiza la region fundamental del mosaico.

3) Se desarrolla la signatura escribiendo los simbolos correspondientes a las
isometrias que describen a la regién fundamental analizada.

4) Se verifica que efectivamente es la signatura conforme al trozo del mo-
saico, calculando el costo total por medio de los costos de los simbolos que
componen a la signatura, que ademads, coincida en ser $2.

2.2.2. Teselaciones

Los frisos y mosaicos estan inmersos en nuestra vida cotidiana, sin embargo,
no siempre los percibimos, esto se debe a que en ocasiones no prestamos
la atencion adecuada a las cosas, gracias al ritmo de vida que llevamos.
Recalcando que hemos olvidado apreciar los pequenos detalles de todo lo
que nos rodea.

Definicién 2.2.18. Una teselacion, (mosaico), es un conjunto de figuras
planas que cubren el plano, de manera que no queden espacios sin cubrir y
sin que las figuras se sobrepongan (traslapen) unas con otras.

Definicién 2.2.19. Un motivo o tesela, es con lo que se cubre el plano,

(figura).

Para finalizar este trabajo mostramos algunas imagenes de los mosaicos se
encuentran aplicados en todo tipo de cosas en nuestra vida cotidiana:

Ejemplo 2.2.20. En esta figura podemos apreciar al mosaico generado por
las losetas o azulejos de un bano.
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Figura 2.65: Losetas que conforman la decoracion de la pared de un bano.

Ejemplo 2.2.21. En la siguiente ilustracion podemos observar el mosaico
generado por las losetas del piso de una habitacion.

Figura 2.66: Losetas que componen el mosaico del piso de una habitacion.

Ejemplo 2.2.22. En la figura podemos apreciar el mosaico que da lugar al
diseno de esta cortina de una habitacion.

Figura 2.67: Disenio de una cortina de una habitacion.
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Ejemplo 2.2.23. En la ilustracion podemos visualizar el mosaico que forma
parte de la decoracion de una pared.

Figura 2.68: Decoracion de una pared.

Ejemplo 2.2.24. En un negocio, podemos observar el mosaico que constituye
el diseno del mantel de una mesa.
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Figura 2.69: Mosaico en un mantel de mesa.

Ejemplo 2.2.25. En una casa, podemos apreciar el mosaico conformado por
los tabiques al momento de la construccion.

Figura 2.70: Mosaico en una pared en construccion.
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Ejemplo 2.2.26. En una prenda de ropa, podemos ver el mosaico que da
lugar a su diseno.

Figura 2.71: Diseno de una prenda.

Ejemplo 2.2.27. En un regalo, podemos observar el mosaico que constituye
el papel con el que lo envolvemos.

Figura 2.72: Mosaico en un papel para regalo.

Ejemplo 2.2.28. En esta figura podemos observar un mosaico inmerso en
la plantilla de una lona.

Figura 2.73: Mosaico inmerso en una lona.
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Ejemplo 2.2.29. En la siguiente ilustracion podemos apreciar el mosaico
que da lugar al disenio de una cortina.

Figura 2.74: Diseno de una cortina.

Ejemplo 2.2.30. En una floreria, podemos ver el mosaico que conforma el
diseno del papel con el que se envuelven los ramos de rosas.

Figura 2.75: Mosaico de un pliego de papel.

Ejemplo 2.2.31. En la figura se puede apreciar un mosaico que constituye
parte de la tapa de caja para algun regalo.
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Figura 2.76: Mosaico introducido en la tapa de una caja.

Ejemplo 2.2.32. En la siguiente ilustracion se puede observar un mosaico
que forma parte de la base de caja para algun regalo.

Figura 2.77: Mosaico inmerso en la base de una caja.

Ejemplo 2.2.33. En una merceria, podemos ver el mosaico que constituye
el diseno del papel con el que se forran los cuadernos de los estudiantes.

Figura 2.78: Mosaico en un pliego de papel.
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Ejemplo 2.2.34. En el arte, podemos apreciar la belleza de un mosaico
immerso en una de las obras de M. C. Escher.

Figura 2.79: Obra de M. C. Escher.

Ejemplo 2.2.35. En la figura, podemos visualizar a un mosaico generado
por una region fundamental en una de las obras de M. C. FEscher.

Figura 2.80: Obra de M. C. Escher.

Ejemplo 2.2.36. En el arte, podemos apreciar la naturalidad de un mosaico
introducido en una de las obras de Holland.

Figura 2.81: Obra de Holland.
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Ejemplo 2.2.37. En una casa, podemos observar a un friso que da lugar al
diseno de una cenefa de un bano.

Figura 2.82: Cenefa de un bano.

Ejemplo 2.2.38. En la arquitectura, podemos observar los hermosos frisos
que forman parte del diseno de una construccion.

Figura 2.83: Frisos inmersos en una construccion.

Ejemplo 2.2.39. En una brillante pared, podemos notar la presencia de los
lindos frisos que forman parte de una construccion.

L o o o
o[

Figura 2.84: Frisos construidos en una pared.
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